P2. Burbujas ascendentes

El movimiento de las burbujas de gas dentro de un fluido es un problema
muy interesante en fisica que se ha estudiado desde el Renacimiento.
Leonardo da Vinci ya observé hace cinco siglos que una burbuja de aire que
asciende dentro del agua puede, o bien seguir una trayectoria vertical recta, o
bien describir una oscilacion horizontal y subir en zigzag, o incluso recorrer
una espiral. Lo que Da Vinci sefiald, y otros cientificos han confirmado
desde entonces, es que burbujas de aire con un radio mucho menor que un
milimetro tienden a seguir un camino recto a través del agua, mientras que
o las burbujas mas grandes realizan oscilaciones que dan como resultado
trayectorias periodicas en zigzag o en espiral.

El andlisis cuantitativo de este fendémeno es muy complejo, y actualmente es
un tema de mecénica de fluidos en el que se sigue investigando. Ademas, en
el ascenso de la burbuja en el fluido, aparte de su tamarfio, intervienen
muchos factores: el tipo de gas dentro de la burbuja, cudl es el fluido que la
rodea, la velocidad de ascenso (que hace que el régimen del flujo sea laminar
o turbulento), la temperatura y presion en el fluido, el cambio de la forma de la burbuja segun asciende, etc.

llustracion de Leonardo del
ascenso de burbujas en agua
(en el Cddice Leicester).

En este problema vamos a estudiar con modelos sencillos como cambia el tamafio de una burbuja con la
profundidad, asi como su movimiento ascendente en el fluido.

Con un tubo capilar inyectamos una burbuja de aire de masa m muy pequefia dentro de un fluido de densidad
p 'y viscosidad! 7. Supondremos que la forma de la burbuja siempre es P
esférica. La burbuja se inyecta a una profundidad h, respecto de la superficie -
libre del fluido, y tiene inicialmente una velocidad v, y un radio r,. La
presion en la superficie libre del fluido es la atmosférica, P, . El gas en el
interior de la burbuja tiene densidad p,, y suponemos que es un gas ideal.
Supondremos que la temperatura del gas y del fluido es la misma y que tiene

un valor constante. h
(]

Tamarnio de la burbuja

El radio r de una burbuja depende de la tension superficial? del fluido, »,y s
de la diferencia de presion, AP, entre el interior y el exterior de la burbuja, z
cumpliéndose que 2y =r AP . Por otro lado, segun la ecuacion fundamental tv,
de la hidrostética, la presion en un punto situado a profundidad h dentro de un
fluido de densidad p es P=P,, +pgh, siendo g la aceleracion de la
gravedad.

a) Encuentre la expresion para la presion P en el interior de la burbuja, en funcion de las variables
relevantes.

Tomamos como ejemplo el agua, de densidad p =997 kg/m®, viscosidad n =10"° Pa-s y tensidn superficial
7=0,073 N/m . La presion atmosférica es P,,, =10° N/m*. A una profundidad h, =5 m inyectamos una
burbuja que contiene 1,7-10" molesde aire a 27 °C de temperatura. Una vez soltada, la burbuja va
ascendiendo. La constante de los gases ideales es R =8,31 J/(mol - K).

! La viscosidad es una propiedad fundamental de los fluidos que describe su resistencia a fluir.

2 La tension superficial es el resultado de las fuerzas cohesivas entre las moléculas de un liquido. Es responsable, entre
otras cosas, de que las burbujas tengan forma esférica. Tiene dimensiones de fuerza por unidad de longitud.
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b) Calcule el valor del radio r, de la burbuja inyectada. Para realizar este calculo considere
despreciable la contribucion de la tension superficial a la presion dentro de la burbuja. Una vez que
tenga el valor de r,, justifique que era valida esa aproximacion.

c) Obtenga la expresion para el radio de la burbuja r(h) cuando ha ascendido hasta una profundidad h.
Calcule el valor del radio méaximo r, . que alcanza la burbuja.

max

Con el objetivo de simplificar los célculos, en el resto del problema vamos a suponer que el $
fluido esta dentro de un tubo rigido cerrado y totalmente lleno, de manera que la presion en la
parte superior ya no es la atmosférica, sino que es nula. El término de la tension superficial
serd despreciable en todas las situaciones estudiadas.

d) Obtenga de nuevo (para el tubo cerrado): la expresion del radio r(h) de la burbuja a
una profundidad h, el valor del radio r, y el valor del radio maximo r_, . Tenga en 1V
cuenta que la burbuja mas alta quedara a una altura h=r,, .

Movimiento ascendente: trayectoria rectilinea s
De acuerdo con el principio de Arquimedes, la burbuja experimenta una fuerza de empuje que

. .y V,
le hace ascender. Al movimiento de ascenso se opone una fuerza de friccion que, para los t
radios r y las velocidades v de la burbuja involucrados en este problema, viene dada por la r,

ecuacion F. =z/5 p r’v®, donde p es la densidad del fluido. Unicamente consideraremos
estas dos fuerzas, ya que al plantear la segunda ley de Newton podemos despreciar tanto el
peso de la burbuja, mg, como el término de aceleracién, ma , puesto que la masa es muy pequefia.

e) Obtenga la expresion para la velocidad de ascenso de la burbuja, v(h), a profundidad h, en funcién
unicamente de h, y v, . (Utilice la expresion para r(h) obtenida antes). Calcule el valor de v, .

f) Obtenga la expresion para la energia disipada por el rozamiento entre h, y h.

g) Obtenga la profundidad h(t) de la burbuja en funcion del tiempo, y de h, y v, , a partir del resultado
del apartado anterior. ¢ Cuanto tiempo tardara la burbuja en llegar a la parte superior del tubo?

Cuando el radio y la velocidad de la burbuja superan un cierto valor, el flujo del fluido deja de ser laminar
(movimiento ordenado en ldminas paralelas que no se mezclan) y pasa a ser turbulento. Esta transicion
ocurre cuando el numero de Reynolds, N, =2pvr /7, supera el valor de 2300.

h) Calcule la profundidad h,_,; ala que el flujo de fluido alrededor de la burbuja deja de ser laminar.
Trayectoria en zigzag

Cuando se rompe el flujo laminar se crean detras de la burbuja una pareja de vortices. La rotacion x

de los vortices provoca una disminucion de la presion (depresidn) que se traduce en una fuerza de

traccion sobre la burbuja opuesta al movimiento. Cualquier perturbacion que desplace la burbuja Q
ligeramente hacia un lado, produce una asimetria en el flujo del fluido que intensifica el vortice

del lado contrario, donde se crea entonces una depresion mayor que tiende a devolver a la burbuja

a la verticalidad. El proceso se repite y se produce el movimiento de zigzag.

Si x es la separacion de la burbuja de la trayectoria vertical de equilibrio,
modelamos las depresiones que crean los dos wvértices como /
AP, =AP, (1-x/b) y AP, =AR, (1+x/b), donde AP, es la depresion Q
méaxima que crea cada vortice. EI parametro b da cuenta de la amplitud del

zigzag. Suponemos que cada depresion genera una fuerza sobre una superficie

efectiva S de la burbuja. Las fuerzas estan orientadas a lo largo de direcciones

que forman con el didmetro vertical de la burbuja un angulo g constante.

vor vor

i) Obtenga el periodo T de oscilacion de la burbuja en funcionde m, b, S, AR, y £



P2. Burbujas ascendentes. SOLUCION

a)

b)

d)

La presion P en el interior de la burbuja se obtiene a partir de la ecuacion de la tension superficial y de
la presion del fluido, P,, en el exterior de la burbuja:

Por la ecuacion de la hidrostatica, la presion en el exterior de la burbujaes P, = P, + pgh. Resulta:

R-2L4P, +pgh
r

Para un gas ideal se cumple: PV =nRT . El volumen de una esfera® es V = 4/3zr®. Por tanto, la presion
del gas en el interior de la burbuja es

Por otro lado, segun el apartado anterior: P ~ P, + pgh si despreciamos (como indica el enunciado) la
contribucion de la tension superficial. Con los datos del problema, obtenemos como resultado para el
radio:

e 3nRT ~3-(1,7-107)-8,31-300

"~ 4z(P, + pgh) 4z (10° +997-9,8.5)

r,=0,88 mm

Para ese radio: 2y /r=2-0,073/0,00088 =165,9 N/m*, que es mucho menor que las otras presiones,

asi que la aproximacion era valida.

El gas dentro de la burbuja experimenta un proceso de expansion isoterma: PV =nRT =cte. Por tanto:
PV=RV, - (P, +,ogh)§7rr3 =(Pyn +,ogh0)%7rr03

Despejando, el radio de la burbuja a una profundidad h resulta

r(h):(Patm +p9hoj

Pmt+pgh

13
r0

Vemos que la burbuja aumenta de tamafio al disminuir su profundidad en el liquido y acercarse a su

superficie libre.

El radio méximo se alcanza cuando la burbuja alcanza la superficie libre del liquido:

h )
Moo = r(h:0)=[1+&j r

atm

Con los datos numeéricos, resulta

o =(1+997.9,8-5/10°)° 0,88 — r,, =1,00mm

En el tubo cerrado, y totalmente lleno, ya no hay que considerar la presion atmosférica. El radio de la
burbuja en funcion de la profundidad se obtiene esta vez de la igualdad

0

PV=RV, — (2—7+pgh) ré =(Q+pghoJ ry
r I

Al despreciar los términos de la tension superficial queda:

3 En realidad, las burbujas pueden cambiar de forma al ascender, pero no tendremos en cuenta este efecto.



13
pghr’®=pghr’ — r(h):(%j r,

Para calcular el radio méximo de la burbuja, cuando llega arriba del todo, tenemos en cuenta que se
encontrara a una profundidad h=r_, . La ecuacion anterior seguira siendo valida (no lo es cuando
h — 0). Obtenemos:

3
h, v 3\V4
Fnax = I’_ fh = T = (horo )

Con los datos numericos, resulta para el radio inicial dentro del tubo cerrado:
oo 3nRT ~ 3-(1,7-107")-8,31-300
° 4z(0+ pgh,) 47-997-9,8-5

r,=127 mm

Y para el radio maximo:

fo =(5-@027-20°°)" 5k, =101mm

Nota: Para los tamafios de burbuja estudiados en este problema, la presion debida a la tension superficial
es mucho menor que la presién hidrostatica, incluso cuando la burbuja ha llegado a la parte superior del
tubo (h=r,_, ). Sin embargo, para burbujas minusculas que estuvieran practicamente pegadas a la parte
superior del tubo (h — 0), ocurriria que 2y /r> pgh. En este caso, se obtendria para el radio maximo:

2
[Ty+>§{jr3=[}<+pghojr§ - 2yri=pghty > .= /%horj

Por el principio de Arquimedes, la fuerza de empuje sobre la burbuja es
E =pVg=%ﬂpgr3

Al empuje se opone la fuerza de friccion: F. = z/5 p r’v’. La segunda ley de Newton es
ma=E-mg-F

Como la masa de la burbuja es muy pequefia, podemos despreciar ma y mg, de forma que*
ExF —> —zpgri==zprvv — vi=—gr
" 3 oY 5 P 3 g

Podemaos poner el radio de la burbuja en funcion de la profundidad utilizando la expresion encontrada en
el apartado anterior: r(h)=(h, / h)]/3 I,. Y resulta la siguiente relacion entre la velocidad de la burbuja y
la profundidad:

13 1/6
VZ:ZOTg(%j L — v(h):(%) A

donde v, = /205 o

El valor de la velocidad inicial, con los datos del problema y utilizando el valor de r, obtenido en el
apartado anterior, es

2 .90.8. 1073
Vo = o;;roz\/zo 5.8 227 0", v —0,29mis

Este resultado coincide con los valores tipicos medidos experimentalmente para burbujas de aire en agua.

4 La burbuja alcanza en cada momento la velocidad limite, aungue ésta cambia con el tiempo.



f)

9)

h)

Nota: En este problema no hemos utilizado la ley de Stokes, F, =6z rv, para la fuerza de friccion ya

que ésta solo es véalida si el numero de Reynolds es menor que 1 (cuando dominan las fuerzas viscosas:
rozamiento de unas capas de fluido sobre otras). Sin embargo, con los parametros del problema (dadas la
viscosidad y densidad del agua, y para la velocidad y el tamafio que tienen las burbujas) no se cumple
esa condicién y hay que utilizar la ecuacion general de la fuerza de friccion para un cuerpo esférico:
F =x/2C, p r?v?. Para el rango de valores del nimero de Reynolds en este problema, el coeficiente
aerodinamico es constante de valor C, ~2/5.

La energia disipada serd el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento:

i (T 0 477,09 3 47rpg 3
——[Fdz=—[Zprty dz:-jspr 294 (~dh) = j rdh = j—" dh = mghj
ho hy

hy

Integrando:

h
W, =mgh, InE

La velocidad obtenida antes nos da la variacion de la posicion en el eje Z (el vertical) respecto al tiempo.
La coordenada z, medida desde el punto donde se inyecta a burbuja, se relaciona facilmente con la
profundidad: z=h, —z . Por tanto,

1/6
:%r% > v(h)=[h_hoj v(,:—% - h’°dh=—v,h"dt

Integrando:

6/7
[h*dh=—yh** [dt - h7’6:h07’6—%v0h01’6t N h(t):[ —%;—Oj h,

0

De esta ultima ecuacion ponemos calcular el tiempo total que tarda la burbuja en ascender por el tubo
(h=r,, <h,), sabiendo que h,=5m y conocida la velocidad inicial calculada antes, v, =0,29 m/s.

Resulta:

L N PNCAL S T LTS SO ) ¢
6 h, 7v, 70,29

En la expresion del nimero de Reynolds introducimos la expresion de la velocidad en funcion del radio y
la expresion del radio en funcién de la profundidad:

N Z2PVT _ 2p[209|’j 2 2p /209 s 2p /ZOgh _80gp’hy 1’
"op n 3 h 37°N, S 3N

El flujo pasa de laminar a turbulento cuando N >2300, lo que ocurre a una profundidad:

80'9,8-9972 -5-(1,27 -].0_3)3
LT = 382 2 - hL—)T
3-(107)°-2300

=0,5m=50cm

Escribimos, en mddulo, las fuerzas de arrastre que crean los dos vortices sobre la superficie efectiva S de
la burbuja:

F,=SAR=SAP, (1-x/b), F,=SAP,=SAP,

vor vor

(1+x/b)

Nos interesa el movimiento lateral asi que proyectamos las fuerzas sobre el eje X y planteamos la
segunda ley de Newton:



F

X

-F,=ma, — Flsin,b’—FzsinﬂzSARorsinﬁ(l—g—l—gjz—WXzm y
+28APW sin

mb

x=0 — Xx"+w’x=0

La ecuacion resultante es la de un MAS (movimiento armoénico simple) de frecuencia

W = 2SAP,_ . sin g

vor

mb

Por tanto, el periodo del movimiento horizontal de la burbuja que origina el zigzag es

To2z|—Mb
2SAP,, sin g

Cuanto més rapido asciende la burbuja, més répido rotan los vortices y mas depresion crean detras,
produciendo un zigzag de mayor frecuencia.

Nota: En este caso hemos despreciado la fuerza de rozamiento ya que la velocidad v, oscila
continuamente en torno a 0 y nunca alcanza valores significativos. Un calculo més exacto, incluyendo la
fuerza de rozamiento, lleva a un movimiento oscilatorio amortiguado. En cualquier caso, el objetivo de
este apartado es llegar a la conclusion de que existe un movimiento oscilatorio arménico en la direccion
X que explica la trayectoria ascendente en zigzag.

Nota: Este fendmeno turbulento recibe el nombre de vortices de Karman, que también son responsables
de otros efectos como, por ejemplo, el sonido por vibracion de los tendidos eléctricos o los arabescos de
las nubes bajas que atraviesan islas.

Nota: Recientemente, en enero de 2023, en un articulo cientifico en el que se han resuelto
numéricamente las ecuaciones hidrodindmicas de Navier-Stokes mediante una novedosa técnica de
discretizacion, se lleg6 a la conclusion de que la trayectoria recta de una burbuja de aire que asciende en
agua se vuelve inestable debido a una perturbacion periddica (una “bifurcacion de Hopf”) que aparece,
segun las simulaciones, cuando el radio de la burbuja es mayor que un radio critico de 0,926 mm, lo que
esta dentro de un margen de error de sélo el 2 % respecto del valor observado experimentalmente.
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